JTH Mekanik & Hallfasthetslara 1 May 9, 2022

Formelsamling

1 Vektoralgebra

1.1 Vektorbegrepp

En vektor har bade en riktning och en langd (belopp eller storlek), man kan betrakta en vektor som en riktad
stracka mellan tva punkter och visualisera vektorn med en pil som visar dess l&ngd och riktning. En vektor

har en startpunkt (fot) A och slutpunkt (spets) B och kan betecknas som AB.

Vanligtvis betecknas en vektor med sma feta bokstéaver, a, stor bostav betyder matris, A. Typiska undantag
ar i mekanik dér man anvénder beteckningar F', IN och R for kraftvektorer och M for kraftmoment. Man
kan dven se lite dldre beteckningar som v samt ¢. Léngden skrivs med motsvarande enkel font v eller med
beloppstecken |v|.

1.2 Enhetsvektor

Om vektorn v har lingden ett, det vill sdga |v| = 1, kallas den for enhetsvektor. Man betecknar dessa oftast
som ep (enhetsvektorn som pekar fran A till B) eller uap (for unit vector). Speciella enhetsvektorer ar 2,
J och k som representerar de Euklidiska baserna ¢ = [1,0,0], j = [0,1,0] och k = [0, 0, 1]. Enhetsvektorer ar
viktiga byggstenar vi modellering i mekanik!

1.3 Raikneregler

Réknelagar: Om a, b och ¢ ar godtyckliga vektorer och s och ¢ &r reella tal géller

(1) a+b=b+a (kommutativa lagen) | (6) (s+t)a =sa+ta (distributiva lagen)
(2) (@a+b)+c=a+(b+c) (associativa lagen) (7) s(ta) = (st)a
B) a+P=0+a=a (8) la=a
4) a+—-a=0 9) —-la=-a
(5) s(a+b)=sa+sb (distributiva lagen)
1.4 Parallellitet:
u//v=u=sv (1.1)



1.5 Ortsvektorer
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En vektor mellan tva punkter P; och P» definieras med hjilp av ortsvektorerna OP; och OP; enligt regeln
“spets” minus “fot”

|
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PP=0P, —-—0P (1.2)
For att N N
OP, + PP, =08 (1.3)

1.6 Langd, storlek eller belopp

Langden eller beloppet av vektorn v ges av normen eller

1/2
ol = (302) T oz vz 02 (1.4)

Linjart beroende
Lat vq,v4,...,v, vara givna vektorer och A\j,Aq,...; A, godtyckliga tal. En vektor w pé formen
w = \v1 + Aovg + ... + A\ v, (15)

kallas for en linjairkombination av vektorerna v; och man siger att dessa ar linjart beroende om minst en
av vektorerna kan uttryckas om en linjirkombination av de 6vriga, annars kallas de for linjart oberoende.

1.7 Skalarprodukt
u-v= Z W;0; 3:D Uy Vg + Uqy Uy + u,v, (1-6)

v



Skaldrprodukten mellan tva vektorer skrivs och definieras

u-v = |u||v|cosd (1.7)

dar 0 ar vinkeln mellan vektorerna.

Réknelagar: Om a, b och ¢ ar godtyckliga vektorer och s reellt tal géller

(1)

a-b=b-a (kommutativa lagen) | (3) (a+b)-c=a-b+a-c (distributiva lagen)
(2) (sa)-b=a-(sb)=s(a-b) (4) a-0=0

Vinkelrathet: v L v = Vinkelrathet :u Lv=>u-v=0=0

Definitionen av skalarprodukt anvinds endast da vinkeln soks!

1.8 Projektion
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v—p
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Att kunna projicera en vektor v pa en annan b ar valdigt nyttigt vid modellering. Man talar om v:s skugga
pa b och resultatet ar en ny vektor

v-b
1: Parallellitet: b=p=sb .b b
p// P :>(sb—v)~b:O(:>s='U—:>p:v—b (1.9)
2: Vinkelréithet: (p—v) Lb= (p—v)-b=0 b-b b-b



1.9 Vektorprodukt (kryssprodukt)

Vektorprodukt mellan tva vektorer w och v resulterar i en ny vektor ¢ som &r entydligt definierd av tre
egenskaper:

1. |e| = |u]|v||sin 6]
2. ¢ L uwoch ¢ 1 v. Vektorn ¢ ar vinkelrdat mot bade w och v
3. (u,v,c) ska bilda ett hagersystem. Se figur.

Réknelagar: Om a, b och ¢ ar godtyckliga vektorer och s ar reellt tal géller

(1) axb=-bxa (kommutativa lagar géller ej) | (4) (a+b)xc=axc+bxc
(2) (sa) xb=a x (sb) =s(a xb) (associativa lagen) (5) ax0=0xa=0
3) ax(b+ec)=axb+axc (distributiva lagen) (6) axa=0

1.10 Linjen

A K]

En linje L i planet eller rummet bestams av en given punkt Py med ortsvektorn ry samt en riktningsvektor
v. Da kan ortsvektorn r for en godtycklig punkt P linjen skrivas

r=ry+tv (1.10)

Detta kallas linjens ekvation pa vektorform eller parameterform. Linjen har oédndlig utstridckning och alla
punkter pa linjen far vi om vi later parametern ¢ genomlopa alla reella tal, d.v.s. t € R.



1.11 Planet

Ett plan i rummet bestdms av en given punkt Py med ortsvektorn rg samt en normalvektor n. D4 maste
ortsvektorn r for en godtycklig punkt P i planet uppfylla planets ekvation pa vektorform

(r—mrop) - n=0 (1.11)

1.12 Linjar transformation (rotationsmatris)

En vektor u kan transformeras till en annan genom en linjar transformation, vilket innebér att vektorn
multipliceras med en matris

v=Au (1.12)
V1 _ A Al |w _ Ajiug + Arsus (1.13)
Vg Ag1 Az |ue Azrug + Agaus
Néagra exempel:
v
1 0 1 1
= (1.14)
0 1| |1 1

Mm matrisen ar en identitetsmatris sa hédnder inget med vektorn.



Hér skalas vektorn i bdda riktningarnarn lika mycket.

ZY

Har skalas vektorn olika mycket.

A

cosf

sin 6

Hér roteras vektorn 90° moturs enligt samma princip.

En vektor kan alltsé roteras med en vinkel # runt sin fot moturs genom en matrismultiplikation:

—sinf

cos

1
1

o—g0c [0 —1| [1

1 0 1

9p |cos@ —sinf| |v, Vg cos f — v, sin 0
u=R(0)v = =
sinf cosf Uy Vg sin 6 4 vy, cos 0
1 3D giller
cosf —sinf 0] |v, Vg €08 6 — vy sin 6
3D
u=R.(0)v= |sind cosf 0| |v, vy sin @ + vy, cos 6
0 0 1| | v, U,

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)



2 Kraftvektorer

Kraftvektorn definieras som F = [F,, Fy, F,]| = Fe dér e ar enhetsvektorn som “pekar” i F's riktning.

En vektor kan alltid brytas ner i sina tva bestandsdelar, storlek samt enhetsvektor, a = |ale, = ae,, dir
la| = v/a - a. Notera att storheten a bestar av métetalet |a| som bér enheten och riktningsvektorn e, som
ar dimensionslos och bar riktningen!

Detta ar den absolut viktigaste molekylen vid modellering i mekanik!

Kraftvektorer definieras med fordel mellan tva punkter i rymden. En punkt skrivs med stora bokstéver, e.g.,
A = [1,2,1] med sina tre koordinater. Punkter rdknar man egentligen inte med, utan sambandet mellan
punkt och vektor &r begreppet ortsvektor som startar i origo och slutar i pukten, denna &rver punktens
koordinater som komponenter och skrivs r4 = OA = [1,2,1].

Figure 1: Olika sétt att definiera vektorer.

En vektor kan ges pa tre olika satt:

o Ett forhallande, se F5 i Figur 1, hir ges riktningen av férhallandet mellan sidorna pa triangeln och
hypotenusan enligt es = [3/5,4/5]. Ibland &r inte hypotenusan explicit given, da far man plocka fram
den med Pythagoras, v/32 + 42.

e En vinkel, se F; i Figur 1, enligt ett vanligt Origo far vi riktningen enligt trigonometri: e; =
[-sinf,cosf]. Ta for vana att dubbelkolla detta direkt efter definition genom att peta in § = 0
samt 6 = 90°och kolla att ni far férvantade resultat!

o En start och slutpunkt se F5 i Figur 1. I detta fall ar startpunkten Origo och slutpunkten A = [—a, —0].

Riktningsvektorn ges da av den normaliserade vektorn E}l = Aochepy = %.

Jobba bort eventuell ovana att inféra vinklar! Acceptera bara vinklar som indata och enbart i syfte att skapa
vektorer. Undvik att rdkna med pahittade vinklar, hall er borta fran vinkeltrasket!

3 Moment

Kraftmoment cller bara moment med enheten [Nm], 4r en vektor och bildas kring en momentpunkt
(vektor) med hjalp av en hdvarm (vektor) fran momentpunkten till en palagd kraft.



Momentvektorn definieras som den vektor M som é&r vinkelrdt mot det plan som spdnns upp av hdvarmen
r frdn momentpunkten till kraftvektorn F'. Momentets riktning foljer héger-handsregeln.

Mys=rxF (3.1)

Den skaldra motsvarigheten &ar

M = Fd (3.2)

vilket i vissa triviala fall kan vara enklare att tillimpa &n den vektoriserade.

4 Projektion

Vi kan projicera en vektor, kraft samt moment i en viss riktning (kring en viss axel).

Mo -
M, =22"y, (4.1)
n-n

eller om m ar en enhetsvektor My = (Mo - n) n. Beloppet kan fas direkt fran My = M - n, igen, om n ar
en enhetsvektor.

5 Jamvikt och frilaggning

Newtons tre forsta lagar, i statiken géller att

> F=0 Y M=0 (5.1)




Den tredje lagen handlar om att om kropp A belastar kropp B med en kraft sa méste kropp B belasta kropp
A med samma kraft och med omvénd riktning. Denna symmetri uppenbar visar sig vid ndrmare analys som
kallas friliggning diar man isolerar en kropp och infoér krafter fér att hélla kroppen i balans.

Frildggning: modellering av krafter och moment

Folj metodiken for att 16sa statiska mekanik problem i denna ordning

1.

2.

Placera allt i ett koordinatsystem. Arbeta alltid i 3D fér da fungerar vektorprodukt fint.

Frildgg. Frilaggning betyder att identifiera delkroppar av en kropp och dra isidr dessa genom att
inféra kontaktkrafter som obekanta. For varje delsystem stédller man sedan upp jamviktsekvationer och
16ser ut de obekanta krafterna tills allt dr kédnt. I klassis mening brukar man &ven inkludera punkt 3
och 4 nedan i begreppet frildggning, men vi podngterar dem var for sig for att tillagna oss ett effektivt
arbetssétt och “Computational Thinking”

. Identifiera viktiga punkter eller rdttare sagt ortsvektorer till sadana. Dessa behovs for att formulera

jamviktsekvationerna nedan.

. Krafter och moment. Infér krafter och moment som verkar pa den frilagda kroppen. Att identifiera

kraften ar det viktiga, dess riktning ar inte viktig att fa réatt i detta steg, utrdkningen senare kommer
att ge kraften ett tecken som indikerar riktningen. I detta steg ska &dven reaktionskrafter eller
tvangskrafter identifieras, det &r krafter som uppkommer fran kroppens inféstning till omgivningen.
Nér det kommer till linor och stdnger kan man snitta och friligga trissorna eller knutarna och inféra
lin- eller stangkrafterna. Man definierar lin- och stangkrafter alltid positivt ut fran snittytan.
Pa sa sdtt ar dragkrafter definierade positiva och tryckkrafter negativa.

. Kraft- och momentjamviktsekvationer

ZM:EM2+ZTZXF120

{ZF =0 (5.2)

vi gkiljer pa externt palagda moment M ; och moment som uppkommer av en hdvarm och kraft. Dessa
ekvationssystem stélls upp for varje delkropp! Om alla krafter pa delen gar genom samma
punkt réacker det med kraftjamvikt, men det skadar inte att ta med momentekvationerna. Man kan
vélja vilken punkt som helst fér momentekvationen men naturligast dr Origo. I 3D far vi 2 x 3 =6
ekvationer och kan dérmed bestimma 6 obekanta per del.

. EkvationslGsning ir inte mekanik utan rutinméssig matematik. Om vi har n delkroppar far vi

(2 x 3)n = 6n skaldra ekvationer. Att l6sa symboliska ekvationssystem med ménga obekanta f6r hand
ar mycket trottande, tidsddande och medfor stor risk for att rdkna fel, inget vi bor befatta oss med!
Sadant pyssel har plagat generationer av ingenjorsstudenter och ldmnas med fordel 6ver till solve i
matlab eller vpasolve om de dr olinjéra.

. Utvérdering av losningen; dimensionsanalys, rimlighetsbedémning, konceptuell forstaelse, grafer,

stalla fragor till modellen, simulera, optimera...



6 Friktion

Ladan med massan m utsétts for en extern kraft P enligt den vinstra figuren. Frildgger vi ladan och tillampar
Newtons tredje lag sa har vi en motverkande friktionskraft F' i kontaktytan som verkar i motsatt hall.
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(no motion) } (motion)
FFnax =Hs N Fp=py N
‘ ——
ha
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\
|
P

Hur stor denna motverkande friktionskraften I’ kan bli beror pa ytornas utseende och normalkraften . Ofta
pratar man om den klassiska Coulomb friktionsmodellen

Fnax = ftsN (6.1)

som ar ett linjart samband mellan friktionskraften och normalkraften och p4 r det statiska friktionstalet.

ma¥ X Avpasswia
L Filt - Ay
g [NJ /\ » Teflon — Anpassrivg Telen

Noemal lnté [M] >

Aven om man kan visa empiriskt att detta inte haller fér hur stora N som helst, se figur ovan, s& haller man
fast vid att Coulumb i de flesta sammanhang "duger bra'.

D& kraften Overstiger den storsta mojliga statiska friktionskraften Fi,.x borjar ladan att glida och far en
acceleration, modellen gar da 6ver till kinetisk friktion och den motverkande friktionskraften ges av Fj =
wiIN, dar py ar det kinetiska friktionstalet. Hér slutar statik och dynamik tar éver. Vi kommer att bekanta
oss med denna rorliga vérld i nésta kurs. Friktionstal plockas fram fran empiriska observationer, man méter
fram den pa olika sitt (exempelvis med en dynanometer). Hér kommer nigra exempel.
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[is [k fhs 1k
stal mot stél 0.1-0.3 0.03—-0.3 | teflon mot teflon 0.05 0.05
metall mot tra 0.5-0.7 0.2.0.5 gummi mot metall 0.4 —-0.5 0.3—-0.4
ldder mot metall 0.3—0.6 0.2—0.3 | gummi mot asfalt 0.7—1 0.5-0.8
bromsbeldgg mot gjutjarn 0.4 0.3 gummi mot is 0.1 0.05
hamprep mot metall 0.3 0.3

Det ar viktigt att komma ihag att denna modell &r en férenkling av verkligheten och en approximation, i de

flesta fall fungerar den men i manga fall fir man plocka fram mer nogrannare modeller.
Ofta pratar man om den statiska friktionsvinkeln «g, definierad av tana, = % = us. Detta motsvarar

vinkeln pa ett lutande plan da en dérpa placerad massa borjar glida.

T ett givet problem maste man vara uppmérksam pa om vi har vila eller glidning i kontaktpunkterna. Generellt
kan man ha olika tillstand i olika kontaktpunkter pa samma kropp. Om man for ett givet friktionstal pus far
som resultat att

F < ugN sa ar jamvikt mojligt eftersom ytorna kan generera den friktionskraft som behovs for jamvikt.
F = ugN sa ar jamvikt fortfarande méjligt. Detta ér ett gransfall som vi kallar fullt utbildad friktion.

F > pugN sé ar jaimvikt omdojligt. Ytorna kan inte producera den friktionskraft som kréavs. Kroppen
accelererar, glidnings intrdder och vi far dynamisk jamvikt F' = i N, nu géiller dynamikens ekvationer.

Grundregeln for analys med friktion ar att friktionskraften F' maste ansittas at rétt hall sa att rorelse
motverkas.

Man kan saga att det finns tva typer av problemstéllningar

1. Alla yttre krafter utom i kontaktytorna ar kénda och man vill veta om friktionen klarar dessa. Kon-
trollera F' < usN att i kontakytan, annars glidning. Da géller dynamikens lagar och F' = u; N sa ldnge
den relativa hastigheten mellan ytorna ar "mattlig".

2. Nagra yttre krafter ar okédnda och man undrar hur mycket man kan "lasta pa" med dessa utan att glid-
ning intréaffar. Lagg da till F; = usN; i alla kontaktpunkter och inkludera dem i jamviktsekvationerna.
Los ut de okdnda krafterna som forsiatter kroppen pa randen till glidning.

7 Tyngdpunkt

e (7.1)

TG

Tyngdpunkter for manga typiska geometrier finns sidovis i manga formelsamlignar. Eller anvind ett CAD
system for effektiv berdkning av alla mojliga geometrier.
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8 Spanning

Normalspanning

o= im Ax 70"

=

(8.1)

Man har teckenkonventionen att normalkraften och normalspanningen ar positiva om de pekar ut fran
snittytan och negativ in mot snittytan. Anséatt alltid snittkraften positivt utat!

Vi har dragspédnning om ¢ > 0 och tryckspdnning om o < 0.

Tillvigagangssitt vid analys: Snitta och frilagg!

9 Tojning

o Forskjutning, w(z,y) (eng. displacement) dr en vektor som beskriver hur en punkt forflyttar sig i
forhéallande till sin ursprungspunkt.

e Deformation, d(z,y) (eng. deformation) &r en vektor som beskriver hur tva punkter forflyttar sig i
férhallande till varandra.

L-Q S A L—Q 61 &

?F:j - T
——

k iy

Linjartojning, € (eng. linear strain) beskriver hur mycket en kropp forlangs relativt och ar darfor dimension-
slost.

€= — (9.1)

Den linjér tojningen gar inte att addera, for att e = 512'52 =4 4 61 #e1t+er = 51 + Darfor har

L
man logaritmisk t4jning eller sann tojning (eng. logarlthmlc 0stram)

L0+(5
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Man utgar ifran den lilla tojningen Ae = % vid godtyckligt L som efter granstvergang och integration ger

5 L 1 L
de:/ —dL =|e=1In () 9.2
/0 Lo L Ly (92)

B Stk
-

Denna t6jning kan adderas. Légg mérke att om § << Lg sa 6vergar den logaritmiska tojningen till den
linjara som sig bor.

Forskjutning u(z), deformation d(x) samt tojning e(x) &r lokala storheter som varierar med z. Vi kan
analysera sambandet mellan dessa med hjélp av figuren nedan dér vi har tva néarliggande punkter pa avstandet

Az fran varandra. Vi belastning kommer dessa att forskjutas u(z) respektive u(z+Ax). Den lokala t6jningen

u(z+Az)—u(z)
Ax

i punkten x blir da e(z) ~ och i grins dd Az — 0 far vi

du
€= — 9.3
T (9:3)
[} 7
% )
Den linjéara tojningen far vi direkt om vi later index 1 vara vid viggen och 2 vid ytterdinden: e(z) = % =

U2 —Uyp __ 570 — 5

To—x1 Lo—0 — Lg-

10 Materialsamband

Det finns manga materialsamband, dven kallat konstitutiva samband, nedan tittar vi pa de vanligaste.

Linjarelastiska samband: Hookes lag

(10.1)

dir E ir elasticitetsmodulen eller E-modulen [N/mm?] (eng. Young’s modulus)

Manga material (metaller och manga kristalina plaster) har ett tydligt linjar-elastiskt omrade dar spanningen
Okar linjart med tojningen. Vid en viss spdnning slutar detta linjdra beroende, denna spénning kallas
strackgrins o,. Bortom striackgrédnsen kommer materialet att inte aterfjadra till sin ursprungliga geometri
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utan att fa bestdende deformation. Lastar man pa &nnu mer hamnar man till slut vid brottgransen oy, da
materialet borjar bilda en mycket synlig midja, denna gréns definierar materialets maximala spdnning och
dven om brott intréaffar senare sa riknas denna grins som brottgréns.

Teoretisk spanning (fix tvarsnittsarea)
Op
brottgrdns ~|T T T T TTTTTTTTTITTTO S T
i
1
[ T i
strackgréns Kalldeformation ! Midjebildning brott
‘
1
1
1
1
1
1
1
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
:
1
— €
Llnjar- Plastiska omradet
elastiskt
P —] — P
\L_Neck'\ng
j R — ) P

Man konstruerar oftast mot stréackgréns och i vissa fall, exempelvis vid platformning, sa konstruerar man in
i det plastiska omradet och mot brottgrins. Utéver dessa gréanser har man &ven dynamiska granser sa som
utmattning, kryp samt kndckning som kommer behandlas i en senare kurs inom hallfasthetslara.

Tvarkontraktion

Etvar = —VE (102)

dér v dr tvarkontraktionstalet eller Poissons tal (eng. Poisson’s ratio).
Temperaturutvidgning

En temperaturskillnad orsakar tojning. Typiska problemomraden &r solkurvor pa jarnvégsled samt sprickor
vid snabb nedkylning.

(10.3)

dér « &r temperaturutvidningskoefficienten (eng. coefficient of thermal expansion).
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11 Gyllene kvadraten

Gyllene kvadraten ar ett centralt koncept inom hallfasthetsldaran och kopplar ihop yttre- med inre storheter
samt systematiserar alla berdkningar pa ett enhetligt sitt.

Inre storheter 1 Yttre storheter

O'\EF@)
J.

® o
- —:\:\
87 : 0| )@
A

dar F ar kraft o ar spanning, € ar tojning och § &r deformation.

Arbetsmetoden ar

1. Formulera forst alla samband, ', 2, 3, se figur. Detta dr mekanik och hallfasthetsldra, modellering
och computational thinking.

2. Los ekvationerna. Detta &r inte mekanik och hallfasthetsldra utan rutinméssig matetmatik som skots
bést i datorn med nagot teknisk programmerings sprak.

Den gyllene kvadraten visar tre samband:

1. Kopplar F' och o. Detta ar statiska samband. For att identifiera krafterna
anvinds mekanik och frildggning med jamviktsekvationer som resultat. Dessa samband stélls upp utan
2 och 3.

2. Deformationssamband, kinematiska samband eller kompabilitetssamband. Kopplar € och §. Detta
ar geometriska samband. Dessa samband kan stédllas upp utan ' och 3.

3. Materialsamband eller konstitutiva samband. Kopplar o och e. Detta gors genom prov (em-
pirisk testning) och sedan anpassning med minsta kvadratmetoden till lamplig materialmodell; Hooke,
Newton, Kelvin, Maxwell, etc. Dessa samband kan stillas upp utan ' och 2.

Det dr modernare och mer exakt att prata om forskjutning wu i stéllet fér deformation 4, i GK ovan, men
de flesta bocker envisas att prata om deformation sa vi later det vara sahir. Léigg mérke dock att i den
systematiserade forskjutningsmetoden och mer allmént i Finita Element Metoden, sa anviands forskjutning
som lésningsvariabel.
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12 Skjuvning

I normalspédnning &ar spdnning och kraft definierat normalt mot ytan.

I skjuvning tittar vi pa krafter
parallellt (tangentiellt) med ytor. Typiska sddana exempel ar friktionskraft mellan kroppar i relativ glidning

och nit-, bult-, lim- samt svetsfogar.

|

2 N M
> y
\ —V

Analogt med normalkraften N och tillhérande normalspanningen ¢ har vi vid en tviarkraft 7' (eng. shear
force) en skjuvspanning 7 (eng. shear stress), se figur ovan. Liksom normalspénningen &r inte denna
konstant 6ver tvirsnittet men brukar pa samma sédtt som o betraktas som sadan for att forenkla analysen,

man séger ibland “medelspdnningen i tvéarsnittet”.

(12.1)

T 2
Ti= Z[N/mm ]

Lagg marke till att bade o och 7 har samma enhet och man brukar sammanvéga dessa pa ett speciellt sétt,

se Von Mises spanning, vi kommer till detta senare.

12.1 Skjuvtojning

Studera en liten kvadrat i figuren nedan som utsétts for skjuvning. Vid ren skjuvning uppkommer dragspan-
ningar i diagonalriktningarna. Kvadraten blir en romb. D& inga normalspadnningar verkar pa sidytorna blir

dessa kanter oférandrade.

T
—=. 5 B v ¢
T iy — _—
] I T 7
/] ! ;' :’
1 ! I 1
[ I ] 7
'l' 'J' ] I
!
' Yi af i v
[} - ] " 7
] I i "
1 I 1 ]
I I 1 1
) ] ] Il
'l' 'f y ]
A D
a

Vid skjuvning enligt figur uppkommer den s kallade skjuvvinkeln v (egentligen ~,,), denna kallas ibland

endast skjuvning (eng. shear) och har enheten radianer.
Liksom normaltdjning € &r alltsd + dimensionslds. Vi har ett sliktskap mellan spadnningar och téjningar och

far paren o-¢ samt 7-y det ar darfér man oftast anvinder begreppet skjuvtdjning.

Fran hogra figuren ser vi att volymkonstistens ger a? = ah cos(7y), men « ir liten i antagandet att vi har smé

vinklar sa cos(y) & 1 och h — a. Skjuvtéjningen definieras da som
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BB’ 1)
[~ )= 222 (122
a a

helt i analogi med ¢ = —.
Lo

Materialsamband

T=Gy (12.3)
dér G ar skjuvmodulen (eng. shear modulus)
E
G=—— 12.4
2(1+v) (124)

och ar som syns direkt kopplad till elasticitetsmodulen E via Poissons tal v 1.

13 Vridning

13.1 Vridspanning

Héarledning sambandet mellan skjuvspanning 7 och vridmoment M, for ett tunviggigt ror

+ -

Vi lagger ihop alla sm& momentbidrag dM,, = 7dA- R =7 Rdyt- R runt rorets periferi enligt figur

——
kraft héavarm dA

genom att rulla ut cirelringen till en rektangel. Vi far da

M, 27
/ dM, = / TRtR dy (13.1)
0 0

detta ger

M,

max — 13.2
7 21 R2t ( )

Mer generellt kan man uttrycka max vridspanning som

Thttps://basicfem.ju.se/GeneralizedHookesLaw/#shear__modulus
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=

Tonaz = = (13.3)

=~
=

Dér I, ar vridtroghetsmomentet och W, vridmotstandet. Polar moment of Inertia eller Vridtréghetsmoment
ges av

IU:/deA (13.4)
A

Tva exempel pa de vanligast forekommande axel-tvarsnitt ges

Solid cylindrisk stang: I, = — = (13.5)

Solid tjockviggigt ror: I, = = — (13.6)

Mer exempel hittar man i en formelsamling sa som Karl Bjork, se Figur 2

13.2 Vinkelidndring

Lat oss studera vridning av en liten del av en axel, tunn cylinder, med lingden dz enligt
figur. Deformationssambandet for smé vinklar far vi genom att skriva ldngden pa den
lilla biten av perifirin pa tva sitt, yde = Rdf. For ett Hooke-material géller 7 = G-y, sa
sambandet mellan M, och 6 far vi genom att ligga samman alla sma bidrag dff = %dx =
orpdr = %ﬁdm léngs axeln.

0 L
M, 1
— — 13.
/0 de /0 912 GRd:r (13.7)
M,L
= 1 .
o 2w R3t (13.8)
Mer generellt har man
M,L
0=—" 13.9
ar (13.9)

dér vridningsvinkeln 6 anges i radianer, G ar skjuvmodulen, GI,, kallas vridstyvhet (torsional rigidity) och
I, #r vridtroghetsmomentet eller vridstyvhetens tviirsnittsfaktor med enheten [m?*], som endast beror pa
tvirsnittets geometri. Uttrycket ovan géller endast om I, dr konstant langs axeln. Om saker varierar méste

vi integrera 0 = fOL %dx
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13.3 Vridtroghetsmoment & Vridmotstand

Se Figur 2 for nagra vanliga tvérsnitt. Har man nagon annan geometri s& kan man anvinda SolidWorks for
att rdkna fram vridtroghetsmomentet.

1. Skapa 3D geometrin och skapa en ny statisk simulering.
€} Static 1 (-Default-)
£ partt Btz |
?; Connections | 5= Apply/Edit Material...
0 Fixtures Apply Favorite Material v
ig External Loads
(% Mesh
Result Options & Shell Manager

Define Shell By Selected Faces...

£ Apply Draft Quality Mesh

Qb Create Mesh...
Treat as Beam...

Treat as Remote Mass...

2. Liagg sedan pa ett material (dven om vridtroghetsmomentet inte beror pa material sd behover Solid-
Works ett material innan vi kan ga vidare)

3. Hogerklicka sedan igen pa parten och vilj “Treat as Beam”

4. Till slut hogerklicka och vilj “Details...”

Study name Static 1 [-Default-]
Mame SolidBody 1[Boss-Extrudel)
Type Beam

End1 connection Rigid

End2 connection Rigid

As - Cross Section Area 0.7854 mm"2

1 0049087 mm™4
122 0049087 mm™4

J - Torsional Rigidity 003175 mm*4
Sf1 - Shear Factor in direction 1 0.85724

Sf2 - Shear Factor in direction 2 085727

Scl - Shear Center Offset in direction 1 E.7438E-18 mm
Sc2 - Shear Center Offset in direction 2 -1A014E-1E mm
CTOR - Constant for maximurn shear stress calculation | 0.5 mm

Material name Llloy Steel

Material source Simulation

M aterial library solidworks materials
Material D 3

Model type Linear Elastic |satrapic
Elastic madulus 2JE+11 M/m™2
Poisson's ratio 028

Shear modulus THE+10 M/m"2
Mass density 7700 kgim™3
Tensile strength F2IIE+08 Nim"2
Yield strength 6,2042E+08 N/m™2
Tharmal aunancinn cosfficiant 1R MKakin

5. Vridtroghetsmoment kan sedan avlésas fran J - Torsional Rigidity. I exemplet hér anvinds en 1mm
tjock cylinder.

Sambandet mellan vridtréghetsmomentet I, och vridmotstandet W, ges av

W, == (13.10)

dér r ar avstandet fran centrum pa tvérsnittet ut till periferin.

Pa samma sétt som vi tidigare skapade en gyllene kvadrat kan vi nu skapa en helt analog for vridning.
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14 Systematiserad forskjutningsmetod

Systematiserad sétt att hitta ett samband mellan yttre laster och yttre forskjutningar hos en struktur

Su=Ff (14.1)

dér S betecknar strukturens styvhetsmatris (n x n), w betecknar nodférskjutningar (n x 1) och f betecknar
den yttre strukturlasten (n x 1), dar n betecknar det totala antalet frihetsgrader (se nedan).

dy 1o
EA !
o
Uy
L/
NS
L.
ga
—2{x
/
L
Schematiskt:

Varje fri knut kan rora sig i tva riktningar x & y, dessa riktningar kallas dven
frihetsgrader.
Steg 1. Numrera alla knutar och for varje fri knut ansétt ett forskjutningsfalt

(14.2)

7 betecknar knutens nummer.

Steg 2. Infor strukturlaster som motsvarar varje frihetsgrad dven om nagon ar
kénd (som f, = 0 i detta fall)

f= ;y (14.3)

Malet &r att bestdmma styvhetsmatrisen S, det vill siga sambandet mellan
lasten f och forskjutningen w.

Su=f=>u=8"'f (14.4)
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fetss avbund f :é ,A//

Ok"’

f

>@

,__.

S

Mgbeinl S /‘\

=
9
Sy

Sawb“""(
y=5'8
Dgéommamssmw"*
— A
§=A¢
= 8=A"5°A (14.5)

Steg 3. Numrera alla stdanger.

Infor stang-faltvariablerna, dessa “lever” pa sténgerna. Vi har stangdeforma-
tioner som berdttar hur mycket stangen deformeras med enheten [mm| samt
stangkrafter med enheten [N]. Bada dessa ar skaldra falt och tecknet avslojar
om sténgerna trycks ihop eller dras isér.

5 N
6= 16|, N=|N, (14.6)
53 N3

Steg 4. Beriikna AT, Detta gors enklast genom friliggning av knuten (noden) och jamviktsekvationer i -
och y-led.

Jamvikt:
+a
\L; f=A"N (14.7)

/Uf'c F-:D'I:; = fi—=Ni—Na/vV2=0
T —fa—N3—No/y/2=0

i
N'l U =>fi=N +N2/\[
Ml fo=—Na/V2— N3

eller pa matrisform
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AT
Steg 5: Materialsamband
N; L E; A;
N=S8%, 6=—"=N;=""
’ E;A; L;
N EA 0 0| |6
_ EA
N2 - 0 E (52
N; 0 0 Z41 |5
SC

Setg 6: Sammanstall

f=ATN N=58°% 6=Au

F=ATN=ATs6=ATS°Au =

s
f=Su
Steg 7: Sétt in givna virden pa f och/eller u och 16s
w= 55— (8\5)

Steg 8: Berdkna stangkrafter samt stangspanningar

N = S°Au
0; = vy

Schematisk overblick

(14.8)

(14.9)

(14.10)

(14.11)

(14.12)

(14.13)

(14.14)

(14.15)

(14.16)

P& hégersidan har vi faltvariablerna f och u som lever pa knutarna och pa vinstersidan samt mitten har vi

faltvariabler o,e, N och § som lever pa stdngerna.
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Ibland ir AT kvadratisk, i detta fall ir systemet statisk bestdmt och man kan direkt f& N = (AT) f.
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Appendix

Formler fér VRIDTROGHETSMOMENT |y och VRIDMOTSTAND Wy

VRIDNING
Tviérsnitt av rak stang | Vridtrégh tl,| Vrid and W, Anmérkningar Exempel
. - . _me4t o 4
{d =1, < néga W, - ﬂigﬁ Ex.d=4 cm; [, = 332 =n-8=252¢cm
% ] W.—%‘—Q.ch’
d_!D o ) W #(D* - d%) Ex. D=6, d=4 cm, tjockt ror ;
o v=le=""737 v=716-D wv_”—'(36+1165_)§6'-15}__34cm3
7 Approximativ formel lamplig
lv=lp=7s-d? Wy = %5 -d? att anviinda for tunna rér.
s = vaggtjocklek, d = medeldiameter
Ellips
z-h%.b3 B 2 . . N
= =S = térsta skjuvspanning i punkt 1.
v = 36(h2+ b2) Wy =4gbh B bor (maars
W, =% .8-4%2=252cm? b>h
16
Kvadrat -
v=014-a* W, =0,208-a* Stérsta skjuvspanning mitt pa sidan.
o Triangel
LodB —y e
v="gp '@ v=20 Starsta skjuvspanning mitt pa sidan.
Ex. a=5 cm; W, = 5-5-5/20 = 6,25 cm®
) Regelbunden sexhérning.
2r ly=1,847-r Wy=1,51.r3 Stérsta skjuvspanning mitt pa sidan.
Regelbunden attahdrning.
2r ly=1,726-r¢ Wy=1,48.r3 Starsta skjuvspanning mitt pa sidan.
Z.
: Rektangel.
7SI t I, = ﬁ_lli W, =al 12 Stérsta skjuvspanning mitt pa langre sidan.
b 3 3 Ex. b=12, =2 = $=09; ,= 0,9 32 .2° = 29cm
Korrektionsfaktorer p och bit 1 1,56 2 3 4 5] a8 10 a
a for I, och W, vid B 0420 | 0,588 | 0687 | 0,789 | 0843 | 0897 | 0921 | 0839 | 10
rektangulart tvdrsnitt. b>t 4 0624 | 0,693 | 0,738 | 0801 | 0,846 | 0,898 | 0921 | 0,939 10
Oppen profil.

I: I _J Tvérsnitt sammansatt av rektanglar.

_1 Tb.3 W= Th.t? Starsta skjuvspanning mitt pa den rektangel, som
L ] VT 3 tmax har stirsta tjockleken.

_L —I'— | Approximativ formel. Vid inatgaende horm ~12.0,8%+2.5.1,2° o
10 till 30% okning f6r | upptrader spannings- SO 31,2 =6.5¢m
vissa tvarsnitisformer | koncentrationer som

k f ‘ enligt vidstaende bild. kan bli 50% stérre.

Sluten godtycklig profil
5 med variabel végatjocklek (tunn).
= 4:-A ) A=den av medellinjen omslutna arean. Om
i st_ Wy =2 A-dmin a=konstant blir [ds/5 = s/.
‘ Ex. | :M-OS:ZQW“
T 2(5+12)
505
E
8

Figure 2: Vridtroghetsmoment samt vridmotstand for typiska tvéirsnitt.
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Formfaktorer K; dragning-tryck vid spanningskoncentrationer.

Dragning eller tryck av plattstang med hal
K= formfaktor

30 TN F F

28 L - ) o =

26 N

- _\Fﬁ\l\ o™ 7o

22 =4 nom” {B=djh
0 0,1 02 03 h = tjocklek

Dragning eller tryck av rundstang med hal
K, = farmfaktor

30 N

28 S

26 -

24 F

Z-? g G-nom =w,ﬂ a0
0 0.1 02 03 D g

Dragning eller tryck av plattstang med rundkal
K= formfaktor

3.0 \ \ r=kélradie
2,9
s L \ i_ —‘_i
2R
2.6 ll \ \ \ 5;mm= _bFT .dé'rh ar
25 \ L\ tjockleken
2,4
23 \ X Orax~ Xt Crom
22 AVEAN AN Ne
Ve e RINNe

f SNARER
20 S
1,9 ™ P
1,8 A \ ~
1.7 ‘ X ke
4 AN I~ .
1.6 N 7
1.5 ™~
1.4 1
1,3 l 5 + 1 l = |

0 002 006 01 014 02 th

Dragning eller tryck av plattstang med
féridndring av bredd och rundkalévergang
K, = formfaktor

jz T r=kalradie
P31 11100 R P s o NI
27 1
26 VA
2,5 JU\\ i Grom= 5o dar har tjock-
2.4 \ leken
2.3
72 LIV N Ex: 8120 b=100 r=5mm
2'1 \ N ger B/b=1,2
TN »{& To r/b=0,05
< HNNGR, e
r:a =REN &Q? e
1.7 VALY - -
1,6 3 ;\\\ [ -
1.5 \{\ -
14 | ™ g
1.3 i -

0002 006 01 014 0.2 /b

Dragning eller tryck av rundstang med runspar

K, = formfaktor

e TV r=kalradie
IR

28 T F F
27 < QO

26 LA\

P RIRTAVAAN

24 \l Unom=ﬁ2 nu?:fn?ff
2,3 \ \ \ \r[a spanning
2,2

2111\  Tiltigg: Om klradion r ér

g b N\ ‘i | Jiten, kan K, bli stér-
2.0 u[ N N N re én 3 (uppskatt-
1.8 - g N ning genam
1.8 \E N fation
L7 N N [yer donea)
1,6 A ANANAE

1'5 ™ [ S

’ )

1,4 i -~ t:

1,3 |

0002 006 01 014 02 /g

Dragning eller tryck av rundstang med runspar

K= formfaktor :
r=kalradie

FoR 11 LA I 4
28 e ; = 0|
o111 WY |
26 LU
25 l‘ \\\ \\\ . S 4'52 nominell spénning
24 T
23 : -1[\ \\\ \\\ Onax™ Ke* Onom
bt N Ex.: D=70 d=50ochr=2mm
21
2'0 : \ \ \ D/ =14 r/id=004 ger
Ll K= 25 fuppskattning mellan
19 4\ . \§ * kurvorna 1,2 0ch 1.5)
1.8 = '\ ¢'< -
1,7 = < w+6 >
1.6 N S %
i3 NMASANNGERN
14 N N N
1:3 7\ i =

0 00z 006 01 014 0,2 g

Figure 3: Formfaktorer K; fér spdnningskoncentrationer.
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Vridning av rundstang med kilspar

K, = formfaktor

557 .
s !:mm = P
5.0
o = nominell spanning
451 \
40% \
35t
" \\
301
2,5 bt A A ds b
o o001 002 003 004 005 006 '/

Vridning av runt tvarsnitt vid drag eller tryckbe-

lastning pa skruvfjader

K¢ = formfaktor

13

12

1,7

Uy

1,0
2 3

4 5 6 72 8 9 10 1112 13 14 15 16

Ex.: En vridaxel med diametern D 50 mm skall enligt SMS
2305, se sidan 10, ha kil med kilbredd B=14 mm. Kilspar-
skélens medelradie &r 0,32 mm. Detta ger /B = 0,023 och
Ki=4,1.

Ex.: Axeldiameter D= 50 mm d=4 ger d/D=0,08 och Ki=3,5.

Kommentarer: Borrhal och kilspar i axlar, som utsétts for

vridning leder till komplicerade spanningstilistand i axelma-

terialet med spanningsspetsar. De &r vanligast férekom-
mande orsakerna till utmattningsbrott i dynamiskt
belastade vridaxlar.

K! = formfaktor

Vridning av rundstang med genomborrat hal

4
o %\ T =16:M,
3.8 nom” qr.n3
36
34 ~
3.2
3.0 ]
2,8
2,6

o002 o006 01 0,14

Vridning av rundstang med rundspar

Vridning av rundstang med ansats och rundkal

‘Kr =formfaktor

r= kalradie

3,01
2,9 1
2,84
27

2,6

2,54
24
23

2,2
2,1

'“V MV
)—— L~ |- _(

'?.:, i :; :37 nominell spanning

Ex.: D=50 d=48 ochr=1mm ger

2,0

D/d= 1,04 r/d=0020ch K, =13

==

1.9
1,8

Tax = Ko Toom

1.7

1,6
1,5

1,4

/A7

TN

K, =formfaktor

r = kélradie

1.3
1.2

1 1/%4

&

1.1

[~
o~
—

[y

1.0

0 002

oos 01 o014 0,2 d

M ¥
i

16-M : i o
T = v nominell spinning
nom - qr. g3

Ex.. D=65 d=50 ochr=2mm ger
DM =13 rid=004o0chK, =17
Tax =X T,

nem

s

oo

F]

T
r—

Il
I

0002 006 01 014

Figure 4: Formfaktorer K; for spinningskoncentrationer.




